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НЕЛИНЕЙНОГО УРАВНЕНИЯ ТИПА ШРЕДИНГЕРА

Изучается разрешимость задачи оптимального управления коэффици-
ентом старшей производной и квантовым потенциалом в нелинейном и
нестационарном уравнении типа Шредингера, которое обобщает извест-
ное квантовомеханическое уравнение. Рассматривается задача одновре-
менного управления несколькими коэффициентами уравнения состояния
по критерию качества, являющаяся невязкой граничных данных реше-
ния. Для этой задачи найдены условия корректности постановки и дока-
зана теорема существования решения. Рассматривается также задача с
«возмущенным» критерием качества, для которой доказана теорема су-
ществования и единственности решения. Определен явный вид первой ва-
риации функционала качества и описан итеративный алгоритм решения
изучаемых задач. Результаты являются новыми также для стандартного
уравнения Шредингера в квантовой механике.
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1. Введение

Уравнение типа Шредингера обобщает известное квантовомеханическое
уравнение Шредингера и используется как модель в теориях сверхпрово-
димости и других областях практики. Это уравнение часто возникает при
диагностике наноструктурных материалов, в атомно-молекулярных компью-
терных расчетах, когда требуется управлять внутриатомными и внутримоле-
кулярными потенциалами взаимодействия, лазерными импульсами и харак-
теристиками материалов. Это уравнение широко применяется в квантовой
обработке информации, в адаптивной оптике и квазиоптике, при изучении
бифуркации в нелинейных моделях, магнитных квантовых явлениях и в дру-
гих областях практики (см. [1–9] и др.). Ранее изучались линейные и билиней-
ные квантовые системы, задачи оптимизации этих систем с одним фактором
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управления, с реальным или комплексным потенциалом взаимодействия и др.
В [9–11] развит метод конечных разностей численного решения таких задач
управления.

В современной практике часто возникает необходимость управления мно-
гими коэффициентами, наиболее влиятельными квантовыми характеристи-
ками нелинейных и нестационарных процессов [1, 4–10]. Такие задачи управ-
ления наиболее трудны для теоретического анализа и численного решения,
так как они не только нелинейные, но и в них оператор состояния задает-
ся неявно, они часто принадлежат к классу некорректно поставленных за-
дач [9, 10], отсутствуют прямые методы их наблюдения и формулировка кри-
териев качества. Форма задания наблюдения особенно важна для образо-
вания критериев качества в квантовых процессах управления, так как она
должна соответствовать квантовому характеру изучаемых процессов. В этом
смысле граничное наблюдение удобно для измерений, а также для обработ-
ки результатов. Изучение процессов управления коэффициентами старших
производных уравнения состояния особенно важно [1–3, 6–11]. Ниже изуча-
ется задача одновременного оптимального управления коэффициентом стар-
шей производной и квантовым потенциалом в нелинейном нестационарном
уравнении типа Шредингера. Рассматривается также задача оптимизации
с «возмущенным» функционалом качества, доказаны теоремы существова-
ния и единственности решения рассматриваемых задач, описаны итератив-
ные алгоритмы их решения. Основные результаты являются новыми также
для обычного уравнения Шредингера в квантовой механике.

2. Постановка задачи

Пусть l > 0, T > 0 – заданные числа и 0� x� l, 0� t� T , Ωt = (0, l)× (0, t),
Ω = ΩT , ψ(x, t) является комплексной волновой функцией с пространствен-
ной координатой x и временем t. Используемые ниже функциональные про-
странства введены, например, в [8, 11] и др. Соответственно этому Lp(0, l)
лебегово пространство измеримых на (0, l) функций, которые интегрируют-
ся со степенью p � 1, Ck[0, T ;B) – банахово пространство k � 0 раз непре-
рывно дифференцируемых на [0, T ] функций, значения которых принад-
лежат банаховому пространству В. Пусть W k

p (0, l) и W k,m
p (Ω) простран-

ства Соболева функций с обобщенными производными порядка k � 0 по x
и порядка m � 0 по t, которые интегрируются со степенью p � 1. Ниже
через W 1∞(0, l) =

{
w : w ∈ L∞(0, l), dwdx ∈ L∞(0, l)

}
обозначим банахово про-

странство с указанными свойствами. Символ ∀o означает, что указанные свой-
ства имеют место почти для всех значений переменной, а символ ∀ означает,
что указанные свойства имеют место для всех значений переменной. Поло-
жительные постоянные, не зависящие от оцениваемых величин, обозначаются
через cj, j = 0, 1, 2, . . ., ниже всюду ai, bi, si, i = 0, 1, 2, . . . – заданные положи-
тельные числа.
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Рассмотрим управляемый процесс, описываемый следующей начально-
краевой задачей для уравнения типа Шредингера:

iρ2
∂ψ

∂t
+

∂

∂x

(
v0(x)

∂ψ

∂x

)
− v1(x)ψ + a1|ψ|2ψ = f(x, t), (x, t) ∈ Ω,(1)

ψ(x, 0) = ϕ(x), x ∈ (0, l),(2)

∂ψ(0, t)

∂x
=

∂ψ(l, t)

∂x
= 0, t ∈ (0, T ),(3)

где ρ > 0, a1 – заданные действительные числа, ϕ(x), f(x, t) заданные ком-
плексные измеримые функции, удовлетворяющие условиям: ϕ ∈ W 2

2 (0, l),
dϕ(0)
dx = dϕ(l)

dx = 0, f ∈ W 0,1
2 (Ω), коэффициенты уравнения v0(x), v1(x) веще-

ственные функции управления.
Предположим, что дополнительно задано граничное наблюдение следую-

щего вида:

ψ(0, t) = y0(t), ψ(l, t) = y1(t), 0 � t � T,(4)

где y0 = y0(t), y1 = y1(t) – заданные комплексные функции из простран-
ства L2(0, T ). Пусть вектор-функция v = v(x) = (v0(x), v1(x)) является эле-
ментом следующего множества допустимых управлений: V ≡ {v = (v0, v1) :

v0 ∈ W 1
2 (0, l), v1 ∈ L2(0, l), 0 < b0 � v0(x) � b1,

∣∣∣dv0(x)dx

∣∣∣ � b2, 0 < b3 � v1(x) � b4,
∀ox ∈ (0, l)}, где bj > 0, j = 0, 1, . . . , 4 – заданные числа. При каждом элементе
v ∈ V волновую функцию ψ = ψ(x, t) ≡ ψ(x, t; v), принадлежащую простран-
ству B ≡ C0([0, T ];W 1

2 (0, l)) ∩ C1([0, T ];L2(0, l)), назовем решением прямой
задачи, когда она удовлетворяет уравнению (1) для любого t ∈ [0, T ] и почти
всех x ∈ (0, l), условиям (2), (3) для почти всех x ∈ (0, l) и t ∈ (0, T ). Прямая
задача является начально-краевой задачей для уравнения типа Шрединге-
ра (1). Эта задача изучалась в [1–11] и др., где установлено, что при при-
нятых выше условиях при каждом v ∈ V она имеет единственное решение в
пространстве B и для него верна следующая априорная оценка:

‖ψ(·, t)‖W 1
2 (0,l)

+

∥∥∥∥∂ψ(·, t)∂t

∥∥∥∥
L2(0,l)

� c0

(
‖ϕ‖W 1

2 (0,l)
+ ‖f‖L2(0,T ;W 1

2 (0,l))

)
.(5)

Теперь рассмотрим задачу оптимального управления функцией v = v(x) =
= (v0(x), v1(x)) в уравнении (1) с начально-краевыми условиями (2), (3), где
требуется минимизировать функционал качества

J0(v) = β0‖ψ(0, ·) − y0‖2L2(0,T ) + β1‖ψ(l, ·) − y1‖2L2(0,T )(6)

на множестве V , здесь числа β0 > 0, β1 > 0 заданы и β0 + β1 = 1. Заметим,
что решения задач с управлениями в коэффициентах уравнения состояния
часто являются неустойчивыми (см. [9–12] и др.) и для них целесообразно
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изучить также задачу с «возмущенным» критерием качества. Ниже изучает-
ся задача минимизации функционала

Jα(v) = β0‖ψ(0, ·) − y0‖2L2(0,T ) + β1‖ψ(l, ·) − y1‖2L2(0,T ) + α‖v − ω‖2H(7)

на множестве V при условиях (1)–(3), где α � 0 – заданное число, H ≡
≡W 1

2 (0, l) × L2(0, l) – пространство управлений, элемент ω ∈ H – задан-
ная вектор-функция. Ради краткости изложения ниже задачи (1)–(3), (6) и
(1)–(3), (7) назовем задачами (6) и (7) соответственно.

3. Разрешимость задачи оптимального управления

Те ор ем а 1. Задача (7) при любом α � 0 имеет хотя бы одно решение.

Доказательство дано в Приложении.
Пусть H∞ ≡W 2∞(0, l) ×W 1∞(0, l), H1 ≡W 4

2 (0, l) ×W 1
2 (0, l), и задачу опти-

мального управления изучим на следующем множестве: V1 ≡
{
v = (v0, v1);

v0 ∈ W 2
2 (0, l), v1 ∈ W 1

2 (0, l), 0 < s0 � v0(x) � s1,
∣∣∣dv0(x)dx

∣∣∣ � s2,
∣∣∣d2v0(x)dx2

∣∣∣ � s3,

0 < s4 � v1(x) � s5,
∣∣∣dv1(x)dx

∣∣∣ � s6, ∀x ∈ (0, l)
}
, где si > 0, i = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 –

заданные числа. Предположим, что функции ϕ(x), f(x, t) удовлетворяют
условиям: d3ϕ

dx3 ∈ L2(0, l), ∂f
∂x ∈ W 0,1

2 (Ω). При этих условиях в [9, 10] доказа-
но, что для каждого элемента v = v(x) из множества V1 решение прямой
задачи (1)–(3) существует, единственно при каждом t ∈ [0, T ], принадлежит
пространству B1 = C0([0, T ];W 4

2 (0, l)) ∩ C1([0, T ];L2(0, l)) и верна априорная
оценка:

‖ψ(·, t)‖W 1
2 (0,l)

+

∥∥∥∥∂ψ(·, t)∂t

∥∥∥∥
L2(0,l)

+

∥∥∥∥∂2ψ(·, t)
∂t2

∥∥∥∥
L2(0,l)

�

� c1

(
‖ϕ‖W 1

2 (0,l)
+ ‖f‖

W 1,1
2 (Ω)

+

∥∥∥∥∂f∂x
∥∥∥∥
W 1,1

2 (Ω)

)
, ∀t ∈ [0, T ].

(8)

Теперь на множестве V1 ⊆H1 рассмотрим аналог задачи (7) о минимиза-
ции функционала

Jα(v) = β0 ‖ψ(0, ·) − y0‖2L2(0,T ) + β1 ‖ψ(l, ·) − y1‖2L2(0,T ) + α ‖v − ω‖2H1
(9)

при условиях (1)–(3), где α � 0 – заданное число, H1 = W 2
2 (0, l) ×W 1

2 (0, l) –
пространство управлений, ω ∈ H1 – заданная вектор-функция. Легко про-
верить, что V1 ⊆ V . Если же α = 0 и V = V1, H = H1, то задачи (7) и (9)
совпадают с задачей (6). При V = V1 и H = H1 задачи (7) и (9) совпадают.
Примеры, аналогичные приведенным в [9, 10], показывают, что при α = 0 ре-
шение задачи (7) или (9) неустойчиво и неединственное. Однако при α > 0
верна
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Те ор ем а 2. В пространстве H1 существует всюду плотное подмноже-
ство K, что при всех α > 0 и при ω ∈ K задача (9) имеет единственное
решение.
Доказательство дано в Приложении.

4. Заключение

Указанные теоремы дают основания для решения рассмотренных выше
задач. Опыт решения задач оптимального управления показывает, что для
этой цели наиболее эффективными методами являются итеративные методы
численного решения (см. [2, 9, 10, 13, 16, 17]). Пакеты программ, такие как
Maple, Matlab, ANSYS и др. с визуализацией результатов, являются более
предпочтительными и дают более удобный аппарат для численного решения.
Рассмотрим итерационный процесс решения задачи (7) или (9), основанный
на следующей схеме метода условного градиента численного решения:

v(k+1)(x) = v(k)(x) + λk

(
w(k)(x)− v(k)(x)

)
, k = 0, 1, 2, . . . ,

где v(0)(x) – начальный шаг итераций, который может быть любым элементом
множества V (или V1), параметр алгоритма λk ∈ (0, 1) выбирается из условия
J0

(
v(k+1)

)
< J0

(
v(k)

)
, элемент w(k)(x) определяется из минимума линейного

функционала:

δJ0(v
(k), w − v(k)) + 2a〈v(k) + v(k−1), w − v(k)〉 → ∞,

где k = 1, 2, . . . на множестве V (или V1), δJ0(v) – первая вариация функци-
онала J0(v).

Пусть h ∈ H – приращение управления v ∈ V такое, что v+h ∈ V . Первая
вариация функционала J0(v) имеет вид

δJ0(v, h) =

∫
Ω

[
Re

(
∂ψ(x, t)

∂x

∂ϕ(x, t)

∂x

)
h0(x, t) +

+ Re (ψ(x, t)ϕ(x, t)) h1(x, t)

]
dxdt,

где ψ(x, t) и ϕ(x, t) являются решениями прямой и сопряженной задач соот-
ветственно. Действуя по указанной выше схеме, найдем последовательность
управлений (v(k)). В [9, 10, 13, 14] и др. дан ряд достаточных условий для дан-
ных выше изучаемых задач, которые обеспечивают сходимость вышеприве-
денной последовательности управлений. Там же изучаются широкие классы
итерационных процессов, основанных на вариантах методов градиента, Нью-
тона и др., для решения экстремальных задач, проведены численный анализ
и регуляризация решения в случае неустойчивости задачи.
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ПРИЛОЖЕНИЕ

Док а з а т е л ь с т в о т е о р емы 1. Из ограниченности снизу функциона-
ла Jα(v) следует существование последовательности (v′(x)) ∈ V минимизации
решения задачи (7). Обозначим ψk = ψk(x, t) ≡ ψ(x, t; vk), k = 1, 2, . . ., H∞ ≡
≡W 1∞(0, l)×L∞(0, l). Поскольку множество V является замкнутым, ограни-
ченным и выпуклым подмножеством в пространстве H, из последователь-
ности (vk) можно выделить подпоследовательность, которую для простоты
изложения снова обозначим через (vk) так, что vk0 → v0 (*) слабо в L∞(0, l),
dvk0
dx → dv0

dx (*) слабо в L∞(0, l) и vk1 → v1 (*) слабо в L∞(0, I) при k → ∞. Кроме
того, из определения множества V следует, что оно является (*) слабозамкну-
тым в пространстве H. Из указанных только что предельных соотношений
и вложения пространства W k∞(0, l) в L∞(0, l) получаем, что vk0 → v0 сильно
в L∞(0, l) при k → ∞.

Из априорной оценки (5) следует, что последовательность {ψk(x, t)} рав-
номерно ограничена по норме B. Тогда из последовательности {ψk(x, t)}
можно выделить подпоследовательность, которую для простоты изложе-
ния снова обозначим через {ψk(x, t)}, что ψk(·, t) → ψ(·, t) либо в W 2

2 (0, l)

и ∂ψk(·,t)
∂t → ∂ψ(·,t)

∂t либо в L2(0, l) для t ∈ [0, T ] при k → ∞. Из компактно-
сти вложения пространства B в C0([0, T ];W 2

0 (0, l)) (см.: [15, c. 214]) следует,
что ‖ψk(·, l) − π(·, l)‖W 2

0 (0,l)
→ 0 при k → ∞ равномерно по t ∈ [0, T ]. Нетруд-

но проверить, что каждый элемент последовательности удовлетворяет тож-
деству

l∫
0

{
iρ2∂ψk(x, t)

∂t
+

∂

∂x

(
vko (x)

∂ψk(x, t)

∂x

)
− vk1 (x)ψk(x, t)

}
+

+ a1‖ψk(x, t)
2‖ψ(x, t) − f(x, t)‖η(x)dx = 0, k = 1, 2, . . .

(Π.1)

для всех t ∈ [0, T ] и произвольной функции η ∈ L2(0, l). Кроме того, ψk(x, t) =
= 1, 2, . . . , удовлетворяют начальное и краевые условия (2) и (3). Если в тож-
дестве (П.1) перейти к пределу по k = 1, 2, . . . для каждой t ∈ [0, T ] и любой
функции η ∈ L2(0, l) получим, что предельная функция ψk(x, t) будет удо-
влетворять этому тождеству. Таким же образом проверяется, что предельная
функция ψk(x, t) удовлетворяет уравнению (1) для каждого t ∈ [0, T ] и почти
для всех x ∈ (0, l). При t = 0 получим, что ‖ψk(·, 0)−ψ(·, 0)‖L2(0,l) → 0, когда
k → ∞. Отсюда и из предельного перехода при k → ∞ в

‖ψk(·, 0) − ϕ‖L2(0,l) � ‖ψk(·, 0) − ψk(·, 0)‖L2(0,l) + ‖ψk(·, 0) − ϕ‖L2(0,l),

получим, что функция ψ(x, t) удовлетворяет начальному условию (2) почти
для всех x ∈ (0, l). Наконец, докажем, что предельная функция ψk(x, t) удо-
влетворяет граничным условиям (3). Действительно, для функций из про-
странства B выполняются предельные соотношения ∂ψk(s,·)

∂x → ∂ψ(s,·)
∂x слабо
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в L2(0, T ) при k → ∞, где s = 0 и s = l. Тогда используя это соотношение,
после предельного перехода k → ∞ в равенстве

T∫
0

∂ψ(s, t)

∂x
η(t)dt =

T∫
0

(
∂ψ(s, t)

∂x
− ∂ψk(s, t)

∂x

)
η(t)dt +

+

T∫
0

∂ψk(s, t)

∂x
η(t)dt, s = 0, l

получим выражение

T∫
0

∂ψ(s, t)

∂x
η(t)dt = 0, s = 0, l

для любой η(t) функции из L2(0, T ). Отсюда следует, что почти при всех
t ∈ (0, T ) функция ψ(x, t) удовлетворяет граничным условиям (3). Таким об-
разом, предел ψ(x, t) последовательности (ψk(x, t)) является решением пря-
мой задачи (1)–(3) при каждом управлении v из V . Кроме того, предель-
ная функция является слабым пределом слабосходящейся последовательно-
сти {ψk(x, t)} для каждого t ∈ [0, T ]. Из компактности вложения простран-
ства B в C([0, l];L2(0, T )) имеем, что ‖ψk(x, t)− ψ(x, t)‖L2(0,T ) → 0 при k → ∞
для каждого x ∈ [0, l]. Отсюда при x = 0, x = l из слабой полунепрерывно-
сти снизу нормы в L2(0, T ) и не отрицательности чисел β0, βl, α получим
справедливость неравенства: Jα∗ � Jα (v) � Jα∗. Это означает, что элемент
v = v(x) ∈ V является решением задачи (7) при любом α � 0. Теорема 1 до-
казана.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 2. Проверим непрерывность функциона-
ла J0(v) на множестве V1. Пусть δψ = δψ (x, t) = ψ (x, t; v + δv) − ψ (x, t; v),
где δv ∈ H1 приращение элемента v ∈ V1, что v + δv ∈ V1, ψ (x, t; v) решение
прямой задачи (1)–(3) для элемента v ∈ V1. Из (1)–(3) следует, что функция
δψ = δψ (x, t) удовлетворяет уравнению

iρ2
∂δψ

∂t
+

∂

∂x

(
(v0(x) + δv0(x))

∂δψ

∂x

)
− (v1(x) + δv1(x))δψ +

+ a1

(
|ψδ|2 + |ψ|2

)
δψ + a1ψδψδψ =

= − ∂

∂x

(
δv0(x)

∂ψ

∂x

)
+ δv1(x)ψ, (x, t) ∈ Ω.

(Π.2)

с однородными начально-краевыми условиями. Для оценки решения этой
начально-краевой задачи обе части уравнения (П.2) умножим на функцию
δψ(x, t) и результат проинтегрируем по области Ωt. После вычета из полу-
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ченного равенства его комплексного сопряжения с учетом однородности на-
чального условия имеем:

‖ρδψ(·, t)‖2L2(0,l)
= 2a1

∫
Im(ψψδ , (δψ)

2) dxdτ +

+ 2

∫
Im

[(
− ∂

∂x

(
δv0(x)

∂ψ

∂x

)
+ δv1(x)ψ

)
δψ

]
dxdt, ∀t ∈ [0, T ].

Применяя к этому тождеству неравенство Коши–Шварца, получим:

‖ρδψ(·, t)‖2L2(0,l)
� 2|a1|

∫
Ωt

|ψδ | |ψ| δψ2 dx dτ +

+

∫
Ωt

[
− ∂

∂x

(
δv0(x)

∂ψ

∂x

)
+ δv1(x)ψ

]2
dx dτ +

+

∫∫
Ωt

|δψ|2 dx dτ, ∀ t ∈ [0, T ].

(Π.3)

Известно, что если функция ϕ(., t) ∈ W 1
2 (0, l) не равна нулю на концах

отрезка [0, l], тогда для нее выполняется следующее неравенство (см. [15,
с. 80, замечание 2.1]):

‖ϕ(·, t)‖L2(0,l)
� c

∥∥∥∥∂ϕ(·, t)∂x

∥∥∥∥
1
2

L2(0,l)

‖ϕ(., t)‖2L2(0,l)
+ d ‖ϕ‖L2(0,l)

,

где c > 0, d > 0 – некоторые постоянные. Из этого неравенства и априорной
оценки (8) решения прямой задачи (1)–(3) при каждом V ∈ V1 следует, что

‖ψ(·, t)‖2L2(0,l)
� c4; ‖ψ2(·, t)‖2L2(0,l)

� c4.(Π.4)

С учетом этих неравенств в уравнении (П.2), имеем:

‖δψ(·, t)‖2L2(0,l)
�

(
2|a1|c24 + 1

) t∫
0

‖δψ(·, τ)‖2L2(0,l)
dτ +

+

∫
Ω

∣∣∣∣− ∂

∂x

(
δv0(x)

∂ψ

∂x

)
+ δv1(x)ψ

∣∣∣∣
2

dxdτ, ∀ t ∈ [0, T ].

Оценивая левую часть этого неравенства, имеем:

∫
Ωt

∣∣∣∣− ∂

∂x

(
δv0(x)

∂ψ

∂x

)
+ δv1(x)ψ

∣∣∣∣
2

dxdτ � c5

t∫
0

‖ψ(·, τ)‖2W 2
2 (0,l)

dτ‖δv‖2B1 .
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Учитывая это неравенство в уравнении (П.2), получим:

‖δψ(·, t)‖2L2(0,l)
� c6

t∫
0

‖δψ(·, τ)‖2L2(0,l)
dτ + c7‖δv‖2H , ∀ t ∈ [0, T ].

Применяя к этому неравенству лемму Гронуолла, имеем:

‖δψ(·, t)‖2L2(0,l)
� c8‖δv‖2B1

, ∀ t ∈ [0, T ].(Π.5)

Теперь оценим функцию ∂δψ
∂x (x, t). Для этой цели обе части уравнения

(П.2) умножим на L(δψ) = − ∂
∂x

(
(v0(x) + δv0(x))

∂δψ
∂x

)
и интегрируем полу-

ченное выражение по области Ωt:∫
Ωt

(
iρ2

∂δψ

∂t
L(δψ) − |L(δψ)|2 − (v0(x) + δv0(x))δψL(δψ) +

+ a1
(|ψδ |2 + |ψ|2) δψL(δψ) + a1ψδψδψL(δψ)

)
dxdτ =

=

∫
Ω

(
∂

∂x

(
δv0(x)

∂ψ

∂x

)
− δv1(x)ψ

)
L(δψ)dxdτ, ∀ t ∈ [0, T ].

Интегрируем по частям относительно x в обеих частях этого уравнения
и из полученного равенства вычтем его комплексное сопряженное, тогда
получим: ∫

∂t

ρ2
∂

∂t

(
vo(x) + δvo(x)

)∣∣∣∂δψ
∂x

∣∣∣2 dxdτ =

= 2

∫
Ωt

[
Im

(
vo(x) + δvo(x)

)(
dv1(x)

dx
+

dδv1(x)

dx

)
δψ

∂δψ

∂x

]
dxdτ −

− 2a1

∫
Ωt

[
Im

(
vo(x) + δvo(x)

) ∂

∂x

(∣∣∣ψδ

∣∣∣2 + ∣∣ψ∣∣∣2)δψ∂δψ

∂x

]
dxdτ −

− 2a1

∫
Ωt

[
Im

(
vo(x) + δvo(x)

) ∂

∂x

(
ψδψ

)
δψ

∂δψ

∂x

]
dxdτ −

− 2a1

∫
Ωt

[
Im

(
vo(x) + δvo(x)

)
ψδψ

(
∂δψ

∂x

)2
]
dxdτ −

−2

∫
Ωt

[
Im

(
vo(x)+ δvo(x)

) ∂

∂x

[
∂

∂x

(
δvo(x)

∂ψ

∂x

)
− δv1(x)ψ

]
∂δψ

∂x

]
dxdτ, ∀ t∈ [0, T ].
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Если здесь учтем, что v + δv ∈ V1, δψ (x, 0) = 0, x ∈ (0, l), тогда с учетом
неравенства Коши–Шварца и оценок (П.4), имеем

s0

∥∥∥∥∂δψ(·, t)∂x

∥∥∥∥
2

L2(0,l)

� c9

t∫
0

∥∥∥∥∂δψ(·, τ)∂x

∥∥∥∥
2

L2(0,l)

dτ + c10

∫
Ωt

|δψ|2 dxdτ +

+ 4s1

∫
Ωt

|δv0(x)|2
∣∣∣∣∂3ψ

∂x3

∣∣∣∣
2

dxdτ + 8s1

∫
Ωt

∣∣∣∣dδv0(x)dx

∣∣∣∣
2 ∣∣∣∣∂2ψ

∂x2

∣∣∣∣
2

dxdτ +

+ 4s1

∫
Ωt

∣∣∣∣dδv1(x)dx

∣∣∣∣
2

|ψ|2 dxdτ +

+ 4s1

∫
Ωt

(∣∣∣∣d2δv0(x)dx2

∣∣∣∣+ |δv1(x)|
)2 ∣∣∣∣∂ψ∂x

∣∣∣∣
2

dxdτ +

+ c8 |a1| (2 + s1)

∫
Ωt

(∣∣∣∣∂ψδ

∂x

∣∣∣∣+
∣∣∣∣∂ψ∂x

∣∣∣∣
)2

|δψ|2 dxdτ, ∀t ∈ [0, T ],

(Π.6)

где c9 = s1(|a1|c4 + |a1|c24 + 1 + s5), c10 = s(|a1|c24 + s5), ∀ t ∈ [0, T ]. Теперь оце-
ним последнее слагаемое в правой части этого неравенства. Известно, что для
произвольной функции ϕ(·, t) ∈ Wλ(0, l), ∀ t ∈ [0, T ] верно следующее неравен-
ство [15, с. 79–80]:∥∥∥∥∂ϕ(·, t)∂x

∥∥∥∥
L∞(0,l)

� c0

∥∥∥∥∂ϕ(·, t)∂x

∥∥∥∥
L2(0,l)

‖ϕ(·, t)‖L2(0,l), ∀ t ∈ [0, T ],(Π.7)

где c0 > 0 – некоторая постоянная. Если в этом неравенстве вместо функции
ϕ(x, t) возьмем ∂ψδ(x,t)

∂x и ∂ψ(x,t)
∂x воспользуемся (П.5), (П.6), тогда для этих

функций имеем:

∂ψδ(·, t)
∂x

∣∣∣∣
L∞(0,l)

� c11,

∣∣∣∣∂ψ(x, t)∂x

∣∣∣∣
L∞(0,l)

� c11.(Π.8)

Используя эти оценки в (7) и учитывая неравенство (П.5), получим:

∥∥∥∥∂δψ(·, t)∂x

∥∥∥∥
2

L2(0,l)

� c12

t∫
0

∥∥∥∥∂ψ(·, t)∂x

∥∥∥∥
2

L2(0,l)

dτ + c13

∥∥∥∥δv
∥∥∥∥
2

B1

.

Применяя сюда известную лемму Гронуолла, получим оценку
∥∥∥∥∂ψ(x, t)∂x

∥∥∥∥
2

L2(0,l)

� c15‖δv‖2B1
, ∀ t ∈ [0, T ].
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Объединяя эту оценку с оценкой (П.5), имеем:∥∥∥∥δψ(·, t)
∥∥∥∥
2

W 1
2 (0,l)

� c15‖δv‖2B1
, ∀ t ∈ [0, T ].(Π.9)

Преобразуем приращение функционала J0(v) на произвольном элементе
v ∈ V1:

ΔJ0(ν) = J0(ν + δν)− J0(ν) =

= 2β0

T∫
0

Rε [(ψ(0, t) − y0(t)) δψ(0, t)] dt+

+2β1

t∫
0

Rε [(ψ(l, t)− y1(t)) δψ(l, t)] dt+

+β0

∥∥∥∥δψ(x, t)
∥∥∥∥
2

L2(0,T )

+ β1

∥∥∥∥δψ(x, t)
∥∥∥∥
2

L2(0,T )

.

(Π.10)

Из теоремы вложения для следа функций из пространства W 1,0
2 (Ω), имеем:

‖ψ(0, ·)‖2L2(0,T ) + ‖ψ(l, ·)‖2L2(0,T ) � c16‖ψ‖2W 1,0
2 (Ω)

,

‖δψ(0, ·)‖2L2 (0,T ) + ‖δψ(l, ·)‖2L2(0,T ) � c16‖δψ‖2W 1,0
2 (Ω)

.

Из этих неравенств следует, что:

‖ψ(0, ·)‖2L2(0,T ) + ‖ψ(l, ·)‖2L2(0,T ) � c17,(Π.11)

‖δψ(0, ·)‖2L2 (0,T ) + ‖δψ(l, ·)‖2L2(0,T ) � c17.(Π.12)

Применяя к выражению (П.10) неравенство Коши–Шварца, используя
(П.11), (П.12), а также учитывая условие y0, y1 ∈ L2(0, l), получим оценку:

|ΔJ0(v)| � c19(‖δv‖B1 + ‖δv‖2B1
), v ∈ V1.

Это неравенство показывает непрерывность функционала J0(v) на множе-
стве V1. Функционал J0(v) положителен: J0(v) � 0 для v ∈ V1. Кроме того,
множество V1 является замкнутым, ограниченным и выпуклым множеством
в гильбертовом пространстве H1. Гильбертовы пространства являются рав-
номерно выпуклыми. Если функционал I0(v) полунепрерывен снизу и огра-
ничен снизу на замкнутом ограниченном множестве U ⊂X равномерно вы-
пуклого банахова пространства X, тогда, как доказано в [16], существует
такое всюду плотное подмножество K ⊂X, что для любых w ∈ K и при лю-
бом α > 0 функционал I0(v) + α‖v − w‖2X достигает минимального значения
на единственном элементе множества K ∩ U . Для задачи (9) все условия и
утверждения этой теоремы удовлетворяются. Поэтому утверждение теоремы
верно. Теорема 2 доказана.
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